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Introduccio´
A Euclides (300 aC) se li atribueix l’obra Els Elements, que e´s un tractat de geome-
tria que recopila, ordena i argumenta els coneixements geome`trics-matema`tics de la
seva e`poca. Construeix la seva argumentacio´ basant-se en un conjunt de 5 axiomes
que ell anomena postulats.
El cinque` postulat que presenta e´s el que anomenem postulat de les paral·leles, que
diu:
Si una secant talla dues rectes formant a un costat angles interiors que
sumen menys de dos rectes, les rectes suficientment perllongades es tallen
en aquest mateix costat.
El postulat de les paral·leles va generar bastant escepticisme per part de la comu-
nitat matema`tica i, durant me´s de dos mil anys, diversos geo`metres van intentar
demostrar aquest cinque` postulat a partir dels quatre anteriors.
Cap d’ells ho va aconseguir, ja que me´s endavant es va veure que existia una geome-
tria, la geometria hiperbo`lica, que s’obtenia en substituir, en la geometria euclidiana,
el postulat de les paral·leles per la seva negacio´, l’axioma hiperbo`lic:
Existeixen una recta l i un punt P , que no es troba sobre l, tals que hi
ha almenys dues rectes diferents que passen per P i so´n paral·leles a l.
Per tant, aixo` vol dir que el postulat de les paral·leles e´s independent de la resta
dels postulats i, consequ¨entment, no es pot deduir de la resta.
Els primers a comenc¸ar a indagar en aquesta nova geometria van ser els matema`tics
Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1793-1860) i Nicolai I. Lobachevsky
(1793-1856).
Aix´ı com en el pla` euclidia` es representa amb els punts i les rectes usuals de R×R,
per representar en el pla hiperbo`lic existeixen diferents models.
Eugenio Beltrami (1835-1900) va arribar a la geometria hiperbo`lica a partir del
seu intere`s per la geode`sia.En el seu treball va proposar diferents models per a la
nova geometria.
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L’objectiu d’aquest treball e´s fer un recorregut sobre el problema de les paral·leles,
tot mostrant alguns intents fallits per demostrar-lo, i estudiar les aportacions que
va fer Beltrami en tres dels seus articles, per tal de trobar el model projectiu, un
model per a la geometria hiperbo`lica.
Aquest treball l’hem estructurat en quatre cap´ıtols:
• En el primer cap´ıtol presentem succintament el problema de les paral·leles
generat a partir del cinque` postulat d’Euclides i comentem alguns intents de
demostrar-lo. Tambe´ introdu¨ım la geometria hiperbo`lica.
• En el segon cap´ıtol analitzem el conegut com a teorema de Beltrami, que
caracteritza les superf´ıcies que admeten un difeomorfisme (local) amb el pla
que transformi geode`siques en rectes.
• En el tercer cap´ıtol exposem el model projectiu que presenta Beltrami en el
seu article del Saggio.
• En el darrer cap´ıtol descrivim els models conformes que presenta Beltrami en
dimensio´ n = 2.
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Cap´ıtol 1
La geometria del pla fins a Gauss
En aquest cap´ıtol presentem succintament el problema de les paral·leles, generat a
partir del cinque` postulat d’Euclides, i comentem alguns intents de demostrar-lo.
1.1 El me`tode axioma`tic d’Euclides
Tot i que hi ha diverses opinions entre els historiadors de la matema`tica sobre qui
va ser Euclides, majorita`riament es creu que va ser un matema`tic grec que va viure
cap al 300 aC.
A Euclides se li atribueix l’obra Els Elements, que e´s un tractat de geometria que
recopila, ordena i argumenta els coneixements geome`trics-matema`tics de la seva
e`poca. Euclides construeix la seva argumentacio´ basant-se en un conjunt de 5 axi-
omes, e´s a dir, en principis o propietats que s’admeten com a certs per ser evidents
i a partir dels quals es dedueix la resta. A aquests axiomes els anomena postulats.
Per enunciar els postulats, es parteix d’algunes nocions comunes i definicions. Les
cinc nocions comunes ba`siques, no definides, per a la geometria euclidiana, en versio´
moderna, so´n:
punt, recta, perta`nyer a una recta, estar entre i ser congruent.
Postulats dels Elements d’Euclides
1. Per tot punt P i per tot punt Q, diferent de P , existeix una u´nica recta l que
passa per P i Q.
2. Un segment rectilini sempre es pot perllongar.
3. Per tot punt O i per tot punt A, diferent de O, existeix una circumfere`ncia de
centre O i radi OA.
4. Tots els angles rectes so´n congruents entre si.
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5. Si una secant talla dues rectes (m i k) formant a un costat angles interiors que
sumen menys de dos rectes (α + β < pi), les rectes suficientment perllongades
es tallen en aquest mateix costat.
Aquest darrer postulat e´s el que anomenem postulat de les paral·leles.
Els quatre primers postulats tenen una formulacio´ bastant clara i senzilla. Dibui-
xant amb el regle podem deduir l’evide`ncia del primer i segon postulat. El mateix
succeeix si fem servir el compa`s en el tercer postulat o el transportador d’angles en el
quart. En canvi, el Postulat de les paral·leles e´s me´s complex, ja que nome´s podem
dibuixar segments de recta finits i no les rectes en la seva totalitat. Si perllonguem
dues rectes i es tallen, podem afirmar que no so´n paral·leles; pero` si no trobem cap
punt de tall, mai estarem segurs de que aquest punt de tall no existeixi.
El postulat de les paral·leles va generar bastant escepticisme per part de la comu-
nitat matema`tica. Fins i tot Euclides intentava evitar-ne l’u´s per a la demostracio´
dels seus teoremes i proposicions.
Durant me´s de dos mil anys, diversos geo`metres van intentar demostrar aquest
cinque` postulat a partir dels quatre anteriors. D’aquesta manera, es veuria que el
postulat de les paral·leles no e´s un axioma. Pero` en totes les demostracions s’aca-
bava descobrint que es basava en una suposicio´ equivalent del propi postulat.
Enunciats equivalents al postulat de les paral·leles
• La suma dels angles interiors d’un triangle e´s pi (proposicio´ ja coneguda en
temps d’Aristo`til, segle IV aC).
• Existeixen un parell de rectes tals que tots els punts d’una es troben a la
mateixa dista`ncia de l’altra (Posidoni, segles I-II aC).
• Per tota recta m i per tot punt P que no esta` sobre m, existeix una u´nica
recta l a trave´s de P que e´s paral·lela a m (Procle, segle V).
Postulat de les paral·leles per Euclides i per Procle
• Existeixen un parell de triangles no congruents pero` semblants (Saccheri,
1733).
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• Si en un quadrila`ter dos costats oposats so´n iguals i els angles adjacents a
un tercer costat so´n rectes, aleshores els altres dos angles tambe´ so´n rectes
(Saccheri, 1733).
• Si en un quadrila`ter tres angles so´n rectes, aleshores el quart angle tambe´ e´s
recte (Lambert, 1777).
• No hi ha l´ımit superior per a l’a`rea d’un triangle (Gauss, 1799).
• Donats tres punts no alineats, sempre e´s possible construir un cercle que passa
per tots ells (Legendre, 1824).
Al voltant del segle XX, D. Hilbert va donar una versio´ axioma`tica definitiva de la
geometria del pla, clarificant i completant els axiomes dels Elements.
1.2 Intents de demostracio´ del postulat de les pa-
ral·leles
En aquesta seccio´ veurem un recull d’alguns intents fallits de demostrar l’axioma de
les paral·leles.
1.2.1 Procle
Procle (Constantinoble, 412 dC - Atenes, 485 dC) va ser un filo`sof neoplato`nic, con-
temporani de Plutarc, escriptor i matema`tic.
E´s l’autor de l’obra Comentaris sobre Euclides, que e´s la nostra font principal d’in-
formacio´ sobre la geometria grega. E´s un resum del desenvolupament de la geometria
grega des dels temps primitius fins a Euclides.
Procle va intentar demostrar el postulat de les paral·leles mitjanc¸ant els postulats
anteriors. El seu raonament era:
Siguin l i m dues rectes paral·leles i suposem que la recta n talla a m en
el punt P . Aleshores n tambe´ talla a l.
Per demostrar-ho, Procle considera Q el punt de tall de l amb la seva perpendicular
que passa per P .
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• Si n coincideix amb PQ, aleshores n talla a l en el punt Q.
• Si n no coincideix amb PQ, existeix un raig −→PY de n entre −→PQ i −−→PX (un raig
de m). Pren X com el punt d’interseccio´ entre la recta m i la seva perpendi-
cular pel punt Y . Quan el punt Y es va allunyant de P , el segment XY va
augmentant indefinidament de longitud, de forma que arriba un moment que
e´s me´s gran que el segment PQ. Per tant, Y es troba a l’altra banda de l, aix´ı
doncs, n talla l.
Tots els passos de la demostracio´ so´n correctes, pero` la conclusio´ no e´s certa. Ja que
una successio´ estrictament creixent de termes positius pot estar fitada superiorment,
com per exemple an =
n
n+1
.
Aquesta ana`lisi de la demostracio´ de la prova de Procle ens fa veure la necessi-
tat d’anar amb molt de compte quan pensem en rectes paral·leles, ja que, sense el
cinque` axioma, nome´s podem dir que dues rectes paral·leles no tenen cap punt en
comu´. No podem afirmar que so´n sempre equidistants ni tan sols que tenen una
perpendicular comuna.
1.2.2 Saccheri
Giovanni Girolamo Saccheri (Ge`nova, 1667 - Mila`, 1733) va ser un matema`tic jesu¨ıta
italia`.
Va publicar moltes obres en l’a`mbit matema`tic, pero` la rao´ principal per la qual avui
en dia Saccheri e´s recordat, e´s per l’obra Euclides ab Omni Naevo vindicatus (Eu-
clides netejat de tot defecte). Aquesta obra va ser publicada el 1733 i e´s on Saccheri
mostra els primers treballs importants en la geometria no euclidiana, encara que ell
no ho va veure com a tal, ja que per a ell era un intent de demostrar el postulat de
les paral·leles d’Euclides.
Per demostrar el postulat de les paral·leles, Saccheri ho va fer a trave´s d’un qua-
drila`ter ABCD. Va demostrar fa`cilment que si els angles A i B so´n rectes i els
costats AD i BC so´n iguals, aleshores els angles D i C so´n iguals.
Quadrila`ter de Saccheri
Per tant, tenia tres possibilitats:
1. Els angles D i C so´n iguals i aguts.
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2. Els angles D i C so´n iguals i rectes.
3. Els angles D i C so´n iguals i obtusos.
A aquestes tres hipo`tesis Saccheri les va anomenar hipo`tesi de l’angle agut, hipo`tesi
de l’angle recte i hipo`tesi de l’angle obtu´s.
El seu objectiu era utilitzar el me`tode de reduccio´ a l’absurd per descartar les
hipo`tesis dels angles aguts i obtusos. D’aquesta manera arribaria a una contradiccio´
i en deduiria la veracitat del postulat de les paral·leles.
Saccheri va demostrar que la hipo`tesi de l’angle obtu´s era falsa ja que contrade-
ia el segon postulat, perque` no permet l’extensio´ indefinida de l´ınies. Pero` en canvi,
no ho va poder demostrar per la hipo`tesi de l’angle agut. En intentar demostrar-ho,
va obtenir molts teoremes cla`ssics de la geometria no euclidiana, pero` ell estava tant
convenc¸ut que aquesta hipo`tesi no podia ser certa que va acabar afirmant:
La hipo`tesi de l’angle agut e´s absolutament falsa, ja que e´s repugnant a
la naturalesa de la l´ınea recta.
Encara que Saccheri mai no en va ser conscient, va descobrir la geometria no eucli-
diana.
1.2.3 Lambert
Johann Heinrich Lambert (Mulhouse, 1728 - Berl´ın, 1777) va ser un matema`tic,
f´ısic, astro`nom i filo`sof alsacia`. En l’a`mbit matema`tic, a me´s a me´s de les grans
aportacions que va fer al desenvolupament de la geometria hiperbo`lica, tambe´ va
demostrar la irracionalitat del nu´mero pi.
Al 1766 Lambert va escriure l’obra Die Theorie der Parallellinien (La teoria de les
paral·leles) que e´s un estudi del postulat de les paral·leles.
Lambert va partir d’un quadrila`ter ABCD on els angles A, B i C eren rectes i
va considerar les tres possibles hipo`tesis pel quart angle D: agut, recte o obtu´s.
Quadrila`ter de Lambert
De la mateixa manera que Saccheri havia fet trenta anys abans, Lambert va elimi-
niar la hipo`tesi de l’angle obtu´s.
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No va aconseguir demostrar que la hipo`tesi de l’angle agut fos falsa. Les seves
conclusions eren molt indefinides i va acabar admetent que potser s´ı que era certa:
Estic inclinat a creure que la geometria corresponent a l’angle agut e´s
va`lida sobre una esfera de radi imaginari. Deu haver-hi una rao´ poderosa
per a que no la puguem descartar sobre el pla tal com podem fer amb la
hipo`tesi de l’angle obtu´s.
Intentant demostrar la falsedat de la hipo`tesi de l’angle agut, Lambert va obtenir
grans resultats que tenim encara avui en dia de la geometria no euclideana. Per
exemple, va demostrar que en les tres hipo`tesis (angle agut, recte i obtu´s) la suma
dels angles d’un triangle e´s menor, igual o major que dos angles rectes, respecti-
vament, i que el defecte o l’exce´s (segons la hipo`tesi) e´s proporcional a l’a`rea del
triangle.
A continuacio´ donem una prova d’aquest resultat usant l’axioma`tica de Hilbert,
sense donar una presentacio´ expl´ıcita d’aquesta.
1.2.1 Teorema. La suma dels angles d’un triangle sota la hipo`tesi de l’angle agut
e´s menor que pi.
Demostracio´. Donat el triangle ABC considerem els punts D i E que so´n els punts
migs de AB i AC, respectivament, la seva existe`ncia esta` garantida pels axiomes de
Hilbert. Sigui l l’u´nica recta que passa per D i E. Siguin M , F i G les projeccions
de A, B i C, respectivament, sobre l.
Denotarem la mesura de l’angle ABˆC per m∠ABC.
Tenim m∠BFD = m∠AMD, m∠BDF = m∠ADM i BD = AD. El teorema
de congrue`ncia Angle-Angle-Costat (AAC) diu que si dos angles i un costat que
no esta` entre ells d’un triangle so´n congruents a dos angles corresponents i a un
costat, no inclo`s entre els dos angles, d’un altre triangle, aleshores els dos triangles
so´n congruents. Per tant, aplicant aquest teorema en el nostre cas, tenim que els
triangles BFD i AMD so´n congruents i BF = AM . De la mateixa manera, podem
demostrar que els triangles CGE i AME so´n congruents i CG = AM . Per tant,
obtenim que BF = CG i FGCB e´s el quadrila`ter de Sachheri amb base FG.
Ara considerem dos casos:
1. M esta` dins del triangle ABC. Aleshores, si prenem qualsevol recta que surti
d’un dels angles i passi pel punt M , intersecta amb el triangle. Pel primer
angle desconegut de FGCB tenim
m∠FBC = m∠FBA+m∠ABC = m∠BAM +m∠ABC.
De la mateixa manera, pel segon angle desconegut tenim
m∠GCB = m∠GCA+m∠ACB = m∠CAM +m∠ACB.
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La suma de la mesura dels dos angles e´s
m∠FBC +m∠GCB = m∠BAM +m∠ABC +m∠CAM +m∠ACB
= m∠BAC +m∠ABC +m∠ACB.
2. M no esta` dins del triangle ABC. Sense pe`rdua de generalitat, assumim que
M es troba a la part dreta de E. Igual que abans, tenim
m∠FBC = m∠BAM +m∠ABC.
Recalculem m∠GCB:
m∠GCB = m∠ACB −m∠ECG = m∠ACB −m∠EAM.
La suma de la mesura dels dos angles e´s igual que en el cas anterior
m∠FBC +m∠GCB = m∠BAM +m∠ABC +m∠ACB −m∠EAM
= m∠ABC +m∠ACB +m∠BAC.
En els dos casos tenim que la suma dels angles del triangle ABC e´s igual a la mesura
de la suma dels dos angles desconeguts del quadrila`ter de Saccheri, per tant, sota la
hipo`tesi de l’angle agut, e´s menor que pi.
Aix´ı, la difere`ncia entre la suma dels angles d’un triangle i pi e´s diferent de zero, i
l’anomenarem el defecte angular.
1.2.2 Teorema. Sota la hipo`tesi de l’angle agut, el defecte de la suma dels angles
d’un triangle e´s proporcional a l’a`rea del triangle. E´s a dir, sigui ABC un triangle,
tenim
pi − (Aˆ+ Bˆ + Cˆ) = λA`rea(ABC),
on λ e´s una constant absoluta.
Lambert es va adonar que si la hipo`tesi de l’angle agut era certa, aleshores hi havia
una mesura absoluta de longitud.
Observem que podem definir angles sobre un radi com a fraccions d’un cercle com-
plet; pero` no podem definir longituds sense pre`viament haver definit una unitat. Per
aixo` diem que els angles tenen una mesura absoluta de longitud, pero` les longituds
no.
Lambert observa que per a cada longitud es pot associar un u´nic angle, l’angle
del triangle equila`ter que te´ aquesta longitud per costat. Aquest triangle e´s u´nic
perque`, en la hipo`tesi de l’angle agut, triangles semblants so´n congruents (Teorema
de Wallis).
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Respecte al teorema (1.2.2), Lambert remarca que el resultat seria cert en una
esfera de radi imaginari. Per explicar aixo`, es va adonar que si el radi d’una esfera
e´s R, llavors l’a`rea d’un triangle ABC en l’esfera e´s R2(Aˆ + Bˆ + Cˆ − pi). Sota la
hipo`tesi de l’angle agut, la fo´rmula per a l’a`rea del triangle ABC seria
R2(pi − (Aˆ+ Bˆ + Cˆ)) = −R2(Aˆ+ Bˆ + Cˆ − pi) = (iR)2(Aˆ+ Bˆ + Cˆ − pi).
D’acord amb aixo`, conclou que la hipo`tesi de l’angle agut es donaria en el cas de
que` la superf´ıcie fos una esfera imagina`ria.
1.2.4 Legendre
Adrien-Marie Legendre (Par´ıs, 1752 - Par´ıs, 1833) va ser un matema`tic france`s cone-
gut, sobretot, pels seus treballs sobre integrals el·l´ıptiques i sobre teoria de nombres.
Durant 29 anys va intentar demostrar el postulat de les paral·leles. Anava publicant
les demostracions que feia en les diferents edicions del seu llibre Ele´ments de ge´ome´trie.
Aqu´ı mostrem un dels raonaments que va fer servir per demostrar el postulat.
Parteix del que va demostrar Lambert, de que si la hipo`tesi de l’angle agut fos
certa, aleshores la suma dels angles d’un triangle seria menor a pi.
Legendre considera un triangle ABC amb angles α , β i γ tal que α + β + γ < pi.
Considera el defecte dels angles, δ, aix´ı doncs pi− (α+β+γ) = δ. Localitza el punt
A′ com el punt sime`tric a A respecte el segment BC (es pot trobar fent una rotacio´
de 180◦ del triangle ABC respecte el punt mig de BC) i perllonga els segments AC
i AB.
Triangle de Legendre
Trac¸a una l´ınea que passa per A′ (no necessariament paral·lela a BC) que talla AB
en B′ i a AC en C ′.
Per simetria, la suma dels angles A′BC e´s pi − δ.
Com que el defecte dels angles del triangle gran AB′C ′ e´s la suma dels defectes
14
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dels angles de cada triangle interior ABC, BA′C, CA′C ′ i BB′A′, aquest defecte e´s:
pi − (α + β′ + γ′′) = pi − (α + β + γ) + pi − (α + β + γ)
+ pi − (α′ + β′ + γ′) + pi − (α′′ + β′′ + γ′′)
= 2(pi − (α + β + γ)) + (pi − (α′ + β′ + γ′))
+ (pi − (α′′ + β′′ + γ′′)).
Assumint que els dos darrers termes de l’equacio´ so´n positius, es te´:
pi − (α + β′ + γ′′) < 2(pi − (α + β + γ)) = 2δ.
Aix´ı doncs, el defecte dels angles de AB′C ′ e´s > 2δ.
Continuant d’aquesta manera, s’obtenen triangles tals que el defecte dels seus angles
e´s me´s gran a δ, 2δ, 4δ, 8δ i aix´ı successivament. Per tant, el triangle A(n)B(n)C(n)
tindra` defecte > 2nδ. Per n suficientment gran, arriba a un triangle que el seu de-
fecte e´s superior a pi. Aixo` e´s impossible, ja que tindria un triangle que la suma dels
seus angles e´s 0. D’aquesta manera, Legendre demostra el postulat de les paral·leles.
Pero` aquesta demostracio´ no e´s certa, ja que Legendre suposa que sempre es pot
trac¸ar una recta que passi per A′ que intersecti AB i AC. El fet que la l´ınia A′B′
intersecta a AC en el punt C ′ seria afirmar que la paral·lela a AC per B e´s u´nica.
Aix´ı doncs, a la seva demostracio´ utilitza una hipo`tesi impl´ıcita equivalent al que
volia demostrar.
Poc abans de morir Legendre, en el 1832, Bolyai va demostrar que podia existir
una geometria consistent negant el postulat de les paral·leles. Tot i aixo`, Legendre
va afirmar:
No obstant aixo`, e´s cert que el teorema sobre la suma dels angles d’un
triangle podria ser considerat com una d’aquelles veritats que so´n impos-
sibles de determinar i que so´n un exemple de la certesa matema`tica.
1.3 La geometria hiperbo`lica
Hem vist diversos casos d’intents fallits per demostrar el postulat de les paral·leles
a partir dels quatres primers postulats. No ens hauria d’estranyar el fet de no tro-
bar cap contradiccio´ a la hipo`tesi de l’angle agut que presenten Saccheri, Lambert
i Legendre, ja que me´s endavant es va demostrar que la geometria desenvolupada
amb aquesta hipo`tesi e´s tan consistent i compatible com l’euclidiana.
La geometria hiperbo`lica e´s la geometria que s’obte´ en substituir, en la geometria
euclidiana, el postulat de les paral·leles per la seva negacio´, l’axioma hiperbo`lic:
Existeixen una recta l i un punt P , que no es troba sobre l, tals que hi
ha almenys dues rectes diferents que passen per P i so´n paral·leles a l.
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Els primers a comenc¸ar a indagar en aquesta nova geometria van ser els matema`tics
Karl Friedrich Gauss (1777-1855), Janos Bolyai (1793-1860) i Nicolai I. Lobachevsky
(1793-1856).
Parteixen de la definicio´ de paral·leles que va donar Otto Sza´sz. Si les l´ınies AM i
BN estan al mateix pla i no es tallen, pero` tota recta que es troba dins de l’angle
ABˆN talla AM , aleshores la l´ınia BN e´s paral·lela a AM .
Hi ha una u´nica paral·lela a AM que passa pel punt B, pel costat dret, i una u´nica
paral·lela pel costat esquerre, BN ′. Els angles NBˆA i N ′BˆA so´n iguals a δ, que ells
assumeixen que e´s menor que un angle recte.
Alguns resultats hiperbo`lics
Alguns resultats de la geometria hiperbo`lica als quals arriben Gauss, Bolyai i Lo-
bachevsky so´n:
1.3.1 Teorema. No existeixen els rectangles i en tots els triangles se satisfa` que la
suma dels seus angles e´s menor a pi.
1.3.2 Corol·lari. En tots els quadrila`ters se satisfa` que la suma dels seus angles e´s
menor que 2pi.
1.3.3 Teorema. Si dos triangles so´n similars, aleshores so´n congruents.
Aixo` vol dir, que en la geometria hiperbo`lica e´s impossible escalar un triangle (fer-lo
me´s gran o me´s petit) sense deformar-lo.
1.3.4 Teorema. Si l i l′ so´n dues l´ınies paral·leles diferents, aleshores qualsevol
conjunt de punts de l equidistants de l′ te´ com a molt dos punts.
E´s a dir, no hi pot haver me´s de dos punts de l que estiguin a la mateixa dista`ncia
de l′. Es poden donar una de les dues segu¨ents situacions:
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Observem que paral·lel i equidistant deixen de ser sino`nims en la geometria hi-
perbo`lica.
1.3.5 Teorema. Si l i l′ so´n dues l´ınies paral·leles per les quals existeix un parell de
punts A i B sobre l equidistants de l′, aleshores l i l′ tenen un segment perpendicular
comu´, que a me´s a me´s, e´s el segment me´s curt entre l i l′.
1.3.6 Teorema. Si dues l´ınies l i l′ tenen un segment perpendicular comu´ MM ′,
aleshores aquestes dues l´ınies so´n paral·leles i el segment MM ′ e´s u´nic. A me´s a
me´s, si A i B so´n dos punts de l tals que M e´s el punt mig del segment AB, aleshores
A i B equidisten de l′.
1.3.7 Teorema. Per a tota l´ınia l i per a tot punt P que no esta` sobre l, considerem
Q el punt sobre l tal que PQ e´s el segment perpendicular a l. Aleshores existeixen
dos raigs u´nics
−−→
PX i
−−→
PX ′, situats en cares oposades de la l´ınia PQ, que no tallen a
l i tenen la propietat segu¨ent: un raig que surt de P talla l si, i nome´s si, esta` entre−−→
PX i
−−→
PX ′. A me´s a me´s, aquests raigs l´ımit estan situats sime`tricament al voltant
de PQ, en el sentit que C XPQ ∼=C X ′PQ.
Hem vist que en la geometria hiperbo`lica existeixen dos tipus de l´ınies paral·leles a
una l´ınia l. El primer tipus consisteix en l´ınies paral·leles m que tenen una perpen-
dicular comuna: m divergeix de l pels dos costats de la perpendicular comuna. El
segon tipus consisteix en paral·leles m que s’aproximen asimpto`ticament a l segons
una direccio´ i que divergeixen segons la direccio´ contra`ria. En aquest segon cas, les
l´ınies paral·leles l i m no tenen una perpendicular comuna.
1.3.8 Teorema. Sigui m una l´ınia paral·lela a l que no conte´ un raig l´ımit paral·lel
(en cap de les dues direccions). Aleshores existeix una perpendicular comuna a m i
l, que, a me´s a me´s, e´s u´nica.
Gauss: Les superf´ıcies com a models
Quan es disposa d’un sistema axioma`tic sorgeixen de forma natural diverses pre-
guntes. Dues de fonamentals so´n:
- e´s consistent? E´s a dir, ¿els axiomes admesos poden dur a teoremes contra-
dictoris?
- e´s complet? E´s a dir, ¿hi ha teoremes indemostrables a partir del sistema
d’axiomes?
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Una manera de comprovar la consiste`ncia d’un sistema axioma`tic e´s disposar de
models que el compleixin.
Gauss va treballar en el problema de les paral·leles pero` mai no va publicar res.
Es coneix el seu treball per les seves notes i cartes als seus col·legues, on es pot
veure com tracta de trobar aquests models.
La geometria diferencial de les superf´ıcies proveeix models de les geometries eu-
clidianes i no euclidianes. En aquestes superf´ıcies, les rectes del pla passen a ser
substitu¨ıdes per les geode`siques. La geometria del pla te´ dues propietats que s’-
han d’imposar a una superf´ıcie per tal que en resulti un model acceptable de les
geometries no euclidianes:
- Completesa. Dos punts qualssevol han de determinar una recta, e´s a dir, en
el context de la geometria diferencial dos punts qualssevol han de determinar
una geode`sica. E´s per aixo` que cal demanar que la superf´ıcie sigui comple-
ta. El teorema de Hopf-Rinow assegura aleshores l’existe`ncia d’una geode`sica
minimal entre dos punts, no necessa`riament u´nica.
- Homogene¨ıtat. La geometria al voltant de dos punts qualssevol p i q ha de
ser la mateixa. E´s a dir, s’ha de satisfer la propietat d’homogene¨ıtat segu¨ent:
∀p, q ∈ S, ∃ entorns U, V ⊂ S tals que ∃ isometria U ∼= V
Pel teorema egregi de Gauss, la curvatura de la superf´ıcie sera` la mateixa en
tots els punts, e´s a dir, en un model geome`tric la curvatura sera` constant.
De fet, e´s suficient demanar la consta`ncia de K per obtenir l’homogene¨ıtat
desitjada.
A me´s, cal afegir una tercera propietat del pla de cara`cter topolo`gic:
- Simplement connexa. En el pla euclidia` tota corba de Jordan es pot con-
traure a un punt. De la mateixa manera, demanarem al model geome`tric que
tota corba de Jordan del model sigui homoto`picament equivalent a un llac¸
constant.
Aquesta tercera propietat distingeix, per exemple, el cilindre del pla. En efecte, el
cilindre x2 + y2 = 1 e´s una superf´ıcie de curvatura constant zero i completa, perque`
e´s tancada a R3. Pero` no e´s simplement connexa, ja que no podem contraure l’e-
quador del cilindre, mantenint-ho a la superf´ıcie.
Ana`logament, descartarem la superf´ıcie de revolucio´ generada per la tactriu, cone-
guda com la pseudoesfera
ϕ(u, v) =
(
cosu cos v, cosu sin v, cosu+ ln tan
u
2
)
, 0 < u < pi, 0 < v < 2pi.
La curvatura de la pseudoesfera e´s constant igual a −1. Pero` aquesta superf´ıcie no e´s
simplement connexa ni tampoc completa, ja que els meridians no poden estendre’s
me´s enlla` de u = 0.
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Cap´ıtol 2
El teorema de Beltrami
En aquest cap´ıtol analitzem el conegut com a teorema de Beltrami, que caracteritza
les superf´ıcies que admeten un difeomorfisme (local) amb el pla que transformi
geode`siques en rectes.
2.1 Beltrami
Eugenio Beltrami (Cremona, 1835 - Roma, 1900) va ser un matema`tic i f´ısic italia`
que va fer grans aportacions en l’a`mbit de la geometria no-euclidiana.
Beltrami va estudiar Matema`tiques a la Universitat de Pavia (1853-1856), pero`
es va veure obligat a abandonar els estudis abans de fer els exa`mens finals de llicen-
ciatura, per problemes econo`mics familiars. Va seguir estudiant pel seu compte les
diferents disciplines matema`tiques.
La seva intencio´ era trobar una feina com a professor d’ensenyament secundari,
pero` es va veure obstaculitzada per no haver fet els exa`mens de la llicenciatura.
Gra`cies a dues memo`ries que va publicar a Annali di Matematica, Brioschi, el secre-
tari general del Ministeri d’Instruccio´, es va fixar en ell i va fer que l’anomenessin
per decret, professor extraordinari d’a`lgebra complementa`ria i Geometria Anal´ıtica
a la Universitat de Bologna, l’any 1862.
Un any me´s tard, E. Betti li va oferir la ca`tedra de geode`sica a la universitat de
Pisa. Beltrami l’accepta` i, el gener de 1864, s’incorpora` a la nova plac¸a despre´s de
preparar-se amb l’astro`nom Schiaparelli a l’observatori de Mila`.
Els anys a Pisa, el van portar a l’estudi de les superf´ıcies segons les directrius de
Gauss i especialment en la teoria matema`tica de les cartes esfe`riques.
El 1864, en el seu article Richerche di analisi applicata alla geometria troba` el
primer para`metre diferencial de segon ordre (Lame´ ja havia trobat els para`metres
diferencials de primer ordre): si denotem E, F, G els coeficients de la primera forma
fonamental d’una superf´ıcie en coordenades u, v; i Ψ(u, v) = 0 representa una corba
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sobre la superf´ıcie, tenim:
∆2Ψ =
1
H
 ∂
∂u
G∂Ψ∂u − F ∂Ψ∂v
H
+ ∂
∂v
E∂Ψ∂v − F ∂Ψ∂u
H

 ,
on H =
√
EG− F 2. Aquesta expressio´ e´s un para`metre diferencial, e´s a dir, e´s
invariant pels canvis de coordenades sobre la superf´ıcie. Aix´ı doncs, si considerem
u = f1(u1,v1) i v = f2(u1,v1) uns nous para`metres sobre la superf´ıcie i denotem
Ψ1(u1,v1) = Ψ(f1(u1,v1), f2(u1,v1)), tenim:
1
H
 ∂
∂u
G∂Ψ∂u − F ∂Ψ∂v
H
+ ∂
∂v
E∂Ψ∂v − F ∂Ψ∂u
H


=
1
H1
 ∂∂u1
G1
∂Ψ1
∂u1
− F1 ∂Ψ1∂v1
H1
+ ∂∂v1
E1
∂Ψ1
∂v1
− F1 ∂Ψ1∂u1
H1

 ,
on E1, F1 i G1 so´n els coeficients de la primera forma fonamental en les noves coor-
denades.
En aquest mateix article, Beltrami dona` la segu¨ent fo´rmula per a les geode`siques:
0 = (EG− F 2)(dud2v − dvd2u)
+ (Edu+ Fdv)
[(
∂F
∂u
− 1
2
∂E
∂v
)
du2 +
∂G
∂u
dudv +
1
2
∂G
∂v
dv2
]
− (Fdu+Gdv)
[(
∂F
∂v
− 1
2
∂G
∂u
)
dv2 +
∂E
∂v
dudv +
1
2
∂E
∂u
du2
]
.
(2.1.1)
El 1864, tambe´ publica` Intorno ad alcune proprieta` delle superficie di rivoluzione
on veu que l’a`rea de la pseudoesfera generada per la tractriu de subtangent (radi) R
e´s 4piR2 i el volum e´s 2piR3/3 tot i que a u´ltim moment acaba posant que e´s 4piR3/3.
El 1865 a Sulla flessione dell superficie rigate va estudiar les superf´ıcies reglades.
Demostra` que una superf´ıcie reglada es pot transformar per flexions, de manera que
una geode`sica donada sobre ella es transforma en una l´ınia recta.
En aquest mateix any, el 1865, tambe´ publica` Sur la courbure de quelques lignes
traceˆes sur uns surface on demostra que el radi de curvatura d’una l´ınia asimpto`tica,
sobre una superf´ıcie qualsevol, e´s igual a dos terc¸os del radi de curvatura de la seccio´
que el pla tangent en el punt considerat fa amb la superf´ıcie.
Beltrami i la geometria no euclidiana
A partir del seu intere`s per la geode`sia, Beltrami arriba a la geometria no euclidiana.
El primer que fa e´s traduir a l’italia` un article de Gauss on es preocupa de les trans-
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formacions conformes. En aquest article Gauss presenta la possibilitat d’aplicar una
superf´ıcie sobre una altra de manera que les figures siguin infinitesimalment similars.
Tres dels articles fonamentals de Beltrami sobre la geometria no euclidiana so´n:
- Riportare i punti di una superficie sopra un piano,
- Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea,
- Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante.
En aquest cap´ıtol analitzarem el primer article. Al segu¨ent treballarem bona part
del Saggio i al darrer cap´ıtol parlarem sobre Teoria fondamentale degli spazii di
curvatura costante.
2.2 Riportare i punti di una superficie sopra un
piano
En aquest article, publicat al 1865, que porta el nom de Risoluzione del problema:
”Riportare i punti di una superficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche
vengano rappresentate da linee rette”, Beltrami es preocupa pels mapes. Comenta
que normalment es fan conservant angles o relacions d’a`rea pero` que per alguns
problemes relacionats amb la dista`ncia, sembla me´s natural considerar aplicacions
que portin geode`siques a rectes, com passa amb la projeccio´ central de l’esfera.
El teorema de Beltrami
Beltrami tracta de buscar una me`trica tal que envi¨ı geode`siques a rectes. Comenc¸a
observant que si l’element de longitud que estem buscant e´s
ds2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2,
on (u,v) so´n les coordenades desconegudes respecte de les quals les geode`siques so´n
rectes, i E = E(u,v), F = F (u,v) i G = G(u,v) so´n els coeficients de la primera
forma fonamental, aleshores els coeficients u′3, u′2v′, u′v′2 i v′3 de la fo´rmula de les
geode`siques (2.1.1) han de ser zero.
Aixo` e´s aix´ı, ja que si considerem que una corba (u(s), v(s)) e´s geode`sica si i nome´s
si existeix una relacio´ lineal entre u(s) i v(s), e´s a dir, au + bv + c = 0, aleshores
l’equacio´ de les geode`siques es redueix a u′v′′ − v′u′′ = 0. Per tal que l’equacio´ de
les geode`siques (2.1.1) es redueixi a u′v′′− v′u′′ = 0, cal que els coeficients u′3, u′2v′,
u′v′2 i v′3 s’anul·lin.
A partir d’aixo`, com que cal anul·lar els coeficients de du3, du2dv, dudv2 i dv3
de (2.1.1), arriba a aquest sistema
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E
(
∂F
∂u
− 1
2
∂E
∂v
)
− 1
2
F
∂E
∂u
=0, (2.2.1)
E
∂G
∂u
+ F
(
∂F
∂u
− 1
2
∂E
∂v
)
− F ∂E
∂v
− 1
2
G
∂E
∂u
=0, (2.2.2)
G
∂E
∂v
+ F
(
∂F
∂v
− 1
2
∂G
∂u
)
− F ∂G
∂u
− 1
2
E
∂G
∂v
=0, (2.2.3)
G
(
∂F
∂v
− 1
2
∂G
∂u
)
− 1
2
F
∂G
∂v
=0. (2.2.4)
Beltrami a trave´s de molts ca`lculs i molta astu´cia resol aquest sistema d’equacions
en derivades parcials. Primer de tot observa que (2.2.1) i (2.2.4) es poden escriure
com:
∂
∂u
(
F√
E
)
=
∂
√
E
∂v
,
∂
∂v
(
F√
G
)
=
∂
√
G
∂u
,
i, per tant, les equacions so´n equivalents a dir que
Edu+ Fdv√
E
i
Fdu+Gdv√
G
(2.2.5)
so´n diferencials exactes.
Eliminant ∂E
∂v
de (2.2.1) i (2.2.2) i ∂G
∂u
de (2.2.3) i (2.2.4) podem transformar (2.2.2)
i (2.2.3) en
E
∂G
∂u
− 1
2
G
∂E
∂u
− 2F ∂F
∂u
+
3F 2
2E
∂E
∂u
=0
G
∂E
∂v
− 1
2
E
∂G
∂v
− 2F ∂F
∂v
+
3F 2
2G
∂G
∂v
=0
D’aquesta manera, en la primera expressio´ nome´s derivem respecte de u i en la
segona respecte de v. Podem escriure aquestes dues fo´rmules com:
∂
∂u
(
EG− F 2
E
√
E
)
= 0,
∂
∂v
(
EG− F 2
G
√
G
)
= 0.
Aixo` vol dir que existeixen dues funcions U = U(u) i V = V (v) tals que
EG− F 2
E
√
E
= V 3,
EG− F 2
G
√
G
= U3.
Si les dividim, veiem que existeix una funcio´ λ = λ(u,v) tal que
√
G
V
=
√
E
U
= λ.
Per tant, tenim
√
E = λU, F = λµUV,
√
G = λV, (2.2.6)
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amb
µ =
√
λ(λ− UV ).
Aix´ı doncs, podem reescriure les expressions de (2.2.5) com
λUdu+ µV dv, µUdu+ λV dv.
Fent una se`rie de canvis de variable, introduint noves variables i fent diversos ca`lculs
llargs i feixucs, que no reproduirem aqu´ı, Beltrami obte´ l’expressio´ dels coeficients
de la primera forma fonamental com
E =
R2(v2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
,
F =
−R2uv
(u2 + v2 + a2)2
,
G =
R2(u2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
,
a partir de certes constants a i R que apareixen en integrar les equacions diferencials
resultants.
E´s a dir, la primera fo´rmula fonamental e´s:
I =
(
E F
F G
)
=

R2(v2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
−R2uv
(u2 + v2 + a2)2
−R2uv
(u2 + v2 + a2)2
R2(u2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
 ,
o en termes de l’element de longitud que buscava queda
ds2 = R2
(a2 + v2)du2 − 2uvdudv + (a2 + u2)dv2
(a2 + u2 + v2)2
.
Calcula la seva curvatura i afirma el segu¨ent lema.
2.2.1 Lema. Aquesta me`trica te´ curvatura constant 1
R2
.
Demostracio´. La fo´rmula de Gauss de la curvatura e´s
K = − 1
2H
 ∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H
+ ∂
∂v
 ∂E∂v − 2∂F∂u + FE ∂E∂u
H

 ,
on H =
√
EG− F 2.
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Per (2.2.1) tenim
∂E
∂v
− 2∂F
∂u
+
F
E
∂E
∂u
=0.
Substituint aquesta expressio´ a la fo´rmula de Gauss, obtenim que la curvatura e´s
K = − 1
2H
 ∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H

 .
Posant ∆ = u2 + v2 + a2, calculem H i les derivades de G respecte u i de E respecte
v:
H =
√
EG− F 2 = R
2a
∆3/2
,
∂E
∂v
=
2R2v
∆3
(2u2 −∆), ∂G
∂u
=
2R2u
∆3
(2v2 −∆).
Determinem el quocient que volem derivar:
F
E
∂E
∂v
= − 2R
2uv2
(v2 + a2)∆3
(2u2 −∆), ∂G
∂u
− F
E
∂E
∂v
= − 2R
2ua2
(v2 + a2)∆2
,
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H
 = − 2a
v2 + a2
( u
∆1/2
)
= − 2a
v2 + a2
(
∂∆1/2
∂u
)
.
Derivem respecte u aquesta darrera expressio´
∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H
 = ∂
∂u
(
− 2a
v2 + a2
(
∂∆1/2
∂u
))
= − 2a
v2 + a2
∆1/2 − u u∆1/2
∆

= − 2a
∆3/2
.
Obtenim que la curvatura e´s
K = − 1
2H
(
− 2a
∆3/2
)
=
1
R2
,
per tant, la curvatura e´s constant i igual a
1
R2
.
D’aquesta manera, Beltrami demostra el teorema que coneixem amb el seu nom:
2.2.2 Teorema. (Teorema de Beltrami) Sigui S una superf´ıcie connexa, regular,
tal que per cada p ∈ S admet localment, en un entorn U ⊂ S de p, una aplicacio´
bijectiva que envia les geode`siques de U a rectes del pla, aleshores, S te´ curvatura
constant positiva i, per tant, e´s una esfera.
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2.3 Realitzacio´ del teorema de Beltrami per a les
esferes
Com ja sabia Beltrami, la projeccio´ central de l’esfera e´s una bijeccio´ entre l’esfera
i el pla. Bijecta les geode`siques de l’esfera amb les rectes del pla.
Considerem ϕ una aplicacio´ que envia els punts del pla H = {(x, y, z) ∈ R3 : z = a}
a la semiesfera positiva S2+(R) a partir de la recta que passa per un punt del pla i
per l’origen de coordenades. Veurem que ϕ(u,v) te´ curvatura constant K =
1
R2
i
que aquesta aplicacio´ e´s una bijeccio´ entre les geode`siques de S2+(R) i les rectes del
pla H.
ϕ : H = {(x, y, z) ∈ R3 : z = a} −→ S2+(R)
p = (u, v, a) 7→ ϕ(u, v) = λ(u, v, a) ∩ S2+(R),
on λ(u, v, a) so´n els punts de la recta que passa per p = (u, v, a) i (0, 0, 0).
Els punts (x, y, z) de la semiesfera positiva S2+(R) satisfan x2 + y2 + z2 = R2.
Fent la interseccio´ de la recta amb els punts de S2+(R) obtenim
λ2(u2 + v2 + a2) = R2 ⇒ λ = R√
u2 + v2 + a2
.
Prenem l’arrel positiva +
√
u2 + v2 + a2, ja que estem considerant l’hemisferi supe-
rior de l’esfera.
Observem que, rec´ıprocament, donat un punt P de S2+(R), la recta que passa per P
i per l’origen talla H en un u´nic punt
Ψ(x, y, z) =
(xz
a
,
yz
a
, a
)
.
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i, per tant, ϕ−1 = Ψ i ϕ e´s un difeomorfisme.
Posant ∆ = u2 + v2 + a2, tenim
ϕ(u, v) =
(
Ru
∆1/2
,
Rv
∆1/2
,
Ra
∆1/2
)
.
Calculem els coeficients de la primera fo´rmula fonamental d’aquesta parametritzacio´
ϕu =
∂ϕ
∂u
=
(
R(∆− u2)
∆3/2
,
−Ruv
∆3/2
,
−Rua
∆3/2
)
,
ϕv =
∂ϕ
∂v
=
(−Rvu
∆3/2
,
R(∆− v2)
∆3/2
,
−Rva
∆3/2
)
.
E =< ϕu, ϕu >=
R2 (∆− u2)
∆2
=
R2 (v2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
,
F =< ϕu, ϕv >=
−R2uv
∆2
=
−R2uv
(u2 + v2 + a2)2
,
G =< ϕv, ϕv >=
R2 (∆− v2)
∆2
=
R2 (u2 + a2)
(u2 + v2 + a2)2
.
Per tant, la primera forma fonamental de ϕ(u, v) e´s:
I =
(
E F
F G
)
=
R
2 (∆− u2)
∆2
−R2uv
∆2−R2uv
∆2
R2 (∆− v2)
∆2
 .
Calculem la curvatura amb la fo´rmula:
K = − 1
2H
 ∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H
+ ∂
∂v
 ∂E∂v − 2∂F∂u + FE ∂E∂u
H

 ,
on H =
√
EG− F 2 i obtenim que la curvatura e´s constant i igual a 1
R2
.
Considerem ara Π un pla que passa per l’origen de R3 i Π 6= {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}.
Si intersectem Π amb H i amb S2+(R) tenim:
• Π ∩H so´n rectes, les geode`siques de H.
• Π ∩ S2+(R) so´n semicercles ma`xims, les geode`siques de S2+(R).
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Per tant, tenim que hi ha una bijeccio´ entre les geode`siques de S2+(R) i les rectes
del pla H.
Observacio´. Donat que les curvatures de H i S2+(R) so´n diferents, pel teorema
egregi de Gauss, aquestes superf´ıcies no poden ser isome`triques. A me´s a me´s,
veiem que ϕ no e´s una isometria ja que, per exemple, no conserva angles.
2.4 Una altra demostracio´ del teorema de Beltra-
mi
Donat que en reproduir la demostracio´ que va fer Beltrami del seu teorema no hem
fet tots els ca`lculs, presentem una altra demostracio´.
2.4.1 Teorema. (Teorema de Beltrami) Sigui S una superf´ıcie connexa, regular,
tal que per cada p ∈ S admet localment, en un entorn U ⊂ S de p, una aplicacio´
bijectiva que envia les geode`siques de U a rectes del pla, aleshores, S te´ curvatura
constant positiva i, per tant, e´s una esfera.
Demostracio´. Considerem v = v(u) una geode`sica, en un entorn coordenat de la
superf´ıcie S parametritzada per (u, v), que no coincideix amb u = const.
Les geode`siques tenen curvatura geode`sica nul·la, kg = 0, per tant,
0 = kg =
√
EG− F 2 [u′v′′ − u′′v′ + Γ211(u′)3 + (2Γ212 − Γ111)(u′)2v′]
+
√
EG− F 2 [(Γ222 − 2Γ112)u′(v′)2 − Γ122(v′)3] .
Com que EG−F 2 6= 0, ja que la primera forma fonamental, I, e´s definida positiva,
l’equacio´ de les geode`siques e´s:
u′v′′ − u′′v′ + Γ211(u′)3 + (2Γ212 − Γ111)(u′)2v′ + (Γ222 − 2Γ112)u′(v′)2 − Γ122(v′)3 = 0.
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Si prenem u com a para`metre, trobem:
dv
du
=
dv
dt
dt
du
= v′ (u′)−1 ⇒ d
2v
du2
=
d
du
(
v′ (u′)−1
)
= v′′ (u′)−2 − v′ u
′′
(u′)3
⇒ (u′)3 d
2v
du2
= v′′u′ − v′u′′.
Substituint aquestes igualtats a l’equacio´ de les geode`siques i simplificant (u′)3,
obtenim
d2v
du2
= Γ122
(
dv
du
)3
+
(
2Γ112 − Γ222
)(dv
du
)2
+
(
Γ111 − 2Γ212
) dv
du
− Γ211. (2.4.1)
Tenim que ϕ : V −→ R2, on V e´s un entorn del punt p ∈ S, bijecta les geode`siques
de V amb rectes del pla R2.
Considerem ϕ−1 : ϕ(U) ⊂ R2 −→ S i v = v(u) una geode`sica de U . Com que
les geode`siques del pla R2 so´n rectes, es te´
d2v
du2
= 0. Per tant, igualant (2.4.1) a 0,
dedu¨ım que
Γ122 = Γ
2
11 = 0, 2Γ
1
12 = Γ
2
22, Γ
1
11 = 2Γ
2
12.
Per trobar la curvatura de la nostra superf´ıcie S, partim de les equacions de Gauss :
EK = (Γ211)v − (Γ212)u + Γ111Γ212 + Γ211Γ222 − Γ112Γ211 − (Γ212)2,
FK = (Γ112)u − (Γ111)v + Γ212Γ112 − Γ211Γ122,
FK = (Γ212)v − (Γ222)u + Γ112Γ212 − Γ122Γ211,
GK = (Γ122)u − (Γ112)v + Γ122Γ111 + Γ222Γ112 − Γ212Γ122 − (Γ112)2.
Substitu¨ım en les equacions de Gauss els s´ımbols de Christoffel de la nostra me`trica,
i tenim:
EK = −(Γ212)u + (Γ212)2, (2.4.2)
FK = (Γ112)u − (2Γ212)v + Γ212Γ112, (2.4.3)
FK = (Γ212)v − (2Γ112)u + Γ112Γ212, (2.4.4)
GK = −(Γ112)v + (Γ112)2. (2.4.5)
Igualant les dues equacions (2.4.3) i (2.4.4) obtenim
(Γ112)u = (Γ
2
12)v.
Aix´ı doncs, podem reescriure (2.4.3) i (2.4.4) com
FK = −(Γ112)u + Γ212Γ112. (2.4.6)
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Si derivem (2.4.2) respecte v i li restem la derivada de (2.4.6) respecte u tenim
∂
∂v
(EK)− ∂
∂u
(FK) = KvE +KEv −KuF −KFu
= −(Γ212)uv + 2Γ212(Γ212)v + (Γ112)uu − (Γ212)uΓ112 − Γ212(Γ112)u
= Γ212(Γ
2
12)v − (Γ212)uΓ112
= Γ212(−FK + Γ212Γ112) + Γ112(EK − (Γ212)2)
= K(−FΓ212 + EΓ112) = K(−FΓ212 +
1
2
Ev − FΓ212)
= K(
1
2
Ev − 2FΓ212) = K(
1
2
Ev − FΓ111)
= K(
1
2
Ev − Fu + 1
2
Ev) = K(Ev − Fu).
Per tant, obtenim
KvE −KuF = KFu −KEv +K(Ev − Fu) = 0.
De la mateixa manera, derivem (2.4.6) respecte v i li restem la derivada de (2.4.5)
respecte u:
∂
∂v
(FK)− ∂
∂u
(GK) = KvF +KFv −KuG−KGu
= −(Γ112)uv + (Γ212)vΓ112 + Γ212(Γ112)v + (Γ112)vu − 2Γ112(Γ112)u
= −(Γ212)vΓ112 + Γ212(Γ112)v
= Γ112(FK − Γ212Γ112) + Γ212((Γ112)2 −GK)
= K(FΓ112 −GΓ212) = K(2FΓ112 −
1
2
Gu)
= K(FΓ222 −
1
2
Gu) = K(Fv −Gu),
obtenim
KvF −KuG = KGu −KFv +K(Fv −Gu) = 0.
Ajuntant les dues expressions, ens queda el sistema segu¨ent:{
EKv − FKu = 0
FKv −GKu = 0 ⇒
(
E F
F G
)(
Kv
−Ku
)
=
(
0
0
)
.
Com que la matriu
(
E F
F G
)
e´s definida positiva, la solucio´ del sistema e´s Kv =
Ku = 0. Per tant, la curvatura de la superf´ıcie e´s constant.
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Cap´ıtol 3
El Saggio
L’article del Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea e´s un dels me´s
destacats de Beltrami. El va publicar el 1868.
En aquest cap´ıtol seguirem aquest article i en discutirem algunes seccions.
Beltrami comenc¸a comentat que les noves idees de les geometries no euclidianes
s’estan imposant en el mo´n matema`tic. Cita a Gauss i exposa que les cartes de
Gauss mostren l’acceptacio´ de les idees de Lobachevsky.
En la primera seccio´ del Saggio, Beltrami parla de la geometria esfe`rica per remarcar
l’existe`ncia de geometries no-euclidianes. Comenta que el principi de superposicio´
porta a considerar superf´ıcies de curvatura constant. Es pregunta si en aquestes
superf´ıcies pot passar que dos punts no determinin una u´nica geode`sica. Compara
la situacio´ dels pols de l’esfera (que no determinen una u´nica geode`sica) amb la
situacio´ en curvatura constant negativa.
En la segona seccio´, troba la fo´rmula de la me`trica de curvatura constant nega-
tiva.
En la tercera seccio´, presenta el model projectiu del pla hiperbo`lic. Representa
el pla com l’interior d’un cercle. La vora d’aquest cercle l’anomena cercle l´ımit.
En aquesta representacio´, les geode`siques de la superf´ıcie queden representades per
cordes del cercle l´ımit.
En la quarta seccio´, veu que els teoremes per figures rectilinears en la planime-
tria no-euclidiana, passen a ser certs per a les figures geode`siques ana`logues en la
superf´ıcie pseudo-esfe`rica.
En la cinquena seccio´, Beltrami estudia les circumfere`ncies geode`siques, per tal
d’introduir les coordenades polars geode`siques.
En la darrera seccio´ comenta la possibilitat d’un model anal´ıtic, sense suport ge-
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ome`tric, per a l’estereometria.
Les seccions que discutirem so´n la segona, la tercera i la quarta.
3.1 Me`trica de curvatura constant negativa
En la segona seccio´ del Saggio, Beltrami canvia les dues constants R i a de la me`trica
que havia trobat a Riportare i punti di una superficie sopra un piano per Ri i ai,
de manera que substitueix R2 per −R2 i a2 per −a2. Obte´ la fo´rmula de la me`trica
de curvatura constant negativa
ds2 = R2
(a2 − v2)du2 + 2uvdudv + (a2 − u2)dv2
(a2 − u2 − v2)2 ,
i observa que te´ sentit ”real”.
Igual que fa amb les constants positives, en calcula la curvatura i obte´ que e´s cons-
tant i igual a −1
R2
.
Demostracio´. Indicacions : Els coeficients de la primera forma fonamental despre´s
d’haver substitu¨ıt R i a per Ri i ai so´n
E =
R2 (a2 − v2)
(a2 − u2 − v2)2 ,
F =
R2uv
(a2 − u2 − v2)2 ,
G =
R2 (a2 − u2)
(a2 − u2 − v2)2 .
Igual que hem fet amb les constants reals, a partir de la fo´rmula de Gauss, obtenim
que la curvatura e´s
K = − 1
2H
 ∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H

 = −1
R2
.
Cal tenir present que, en aquest cas, el domini queda restringit ja que necessitem
u2 + v2 ≤ a2.
Amb aquesta me`trica, igual que amb les constants reals, tenim que les geode`siques
so´n rectes.
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3.2 Realitzacio´ del teorema de Beltrami per a l’-
hiperboloide
Fent un salt en el temps, i abans de continuar amb l’ana`lisi dels models de Beltrami,
presentem el model del pla hiperbo`lic corresponent a l’hiperboloide amb la me`trica
de Lorentz.
L’hiperboloide e´s un model de superf´ıcie que te´ curvatura constant negativa.
Considerem la forma quadra`tica q definida per
q : R3 −→ R
(x, y, z) 7→ q(x, y, z) = x2 + y2 − z2.
La seva forma bilineal associada e´s
Φ(x,x’) =
1
2
[q((x, y, z) + (x′, y′, z′))− q(x, y, z)− q(x′, y′, z′)]
=
1
2
[
(x+ x′)2 + (y + y′)2 − (z + z′)2 − x2 − y2 + z2 − x′2 − y′2 + z′2]
= xx′ + yy′ − zz′,
on x = (x, y, z) ∈ R3 i x’ = (x′, y′, z′) ∈ R3.
La matriu d’aquesta forma bilineal en la base cano`nica de R3 e´s 1 0 00 1 0
0 0 −1
 .
E´s una forma bilineal no degenerada, pero` no e´s un producte escalar a R3 ja que no
e´s definida positiva.
Considerem la superf´ıcies S que correspon al full superior de l’hiperboloide defi-
nit per q(x, y, z) = −1, e´s a dir,
x2 + y2 − z2 = −1, z > 0.
Es podria relacionar amb la idea de Lambert de que la superf´ıcie e´s una ”esfera de
radi imaginari”. En aquest cas, la forma quadra`tica e´s q en lloc de x2 + y2 + z2 del
cas euclidia`, i el radi e´s i tal que (i)2 = −1.
Com que e´s una superf´ıcie de revolucio´, considerem la parametritzacio´
ϕ(u, v) = (sinh v cosu, sinh v sinu, cosh v) ,
on 0 ≤ u < 2pi i v ∈ (0,∞).
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Calculem els coeficients de Φ sobre els plans tangents de S:
ϕu =
∂ϕ
∂u
= (− sinh v sinu, sinh v cosu, 0) ,
ϕv =
∂ϕ
∂v
= (cosh v cosu, cosh v sinu, sinh v) .
E = Φ(ϕu, ϕu) = sinh
2 v,
F = Φ(ϕu, ϕv) = 0,
G = Φ(ϕv, ϕv) = 1.
Sobre TpS es te´ la matriu (
sinh2 v 0
0 1
)
,
que e´s definida positiva. La prenem com a primera forma fonamental sobre S, tot i
que no prove´ del producte escalar ordinari de R3.
Totes les quantitats intr´ınseques d’una superf´ıcie depenen u´nicament de la primera
forma fonamental i, per tant, e´s possible extendre aquestes nocions a aquest context
me´s general. En particular,
3.2.1 Proposicio´. La curvatura de l’hiperboloide S e´s constant i negativa, igual a
-1.
Demostracio´. Mijanc¸ant la fo´rmula de Gauss per la curvatura i com que el coeficient
F e´s igual a 0, tenim:
K = − 1
2
√
EG
((
Ev√
EG
)
v
(
Gu√
EG
)
u
)
= − 1
2 sinh v
(2 cosh v)v = −
2 sinh v
2 sinh v
= −1
Geode`siques de S
Analitzem les geode`siques de S:
• Com que S e´s una superf´ıcie de revolucio´, les geode`siques que passen pel punt
(0,0,1) so´n els meridians u = cnt, que corresponen a la interseccio´ de S amb
els plans que contenen l’eix OZ.
• Sigui ara p ∈ S un punt qualsevol, p = (sinh r cos s, sinh r sin s, cosh r) on
0 ≤ s < 2pi i r ∈ (0,∞) . Mitjanc¸ant un gir cos θ sin θ 0sin θ cos θ 0
−0 0 1
 ,
com que e´s una isometria, podem suposar que p pertany al pla XZ de manera
que p = (sinh r, 0, cosh r). Aix´ı doncs, per calcular les geode`siques e´s suficient
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fer-ho en aquest cas.
Podem definir una isometria A : S −→ S tal que A(p) = (0, 0, 1) − cosh r 0 sinh r0 1 0
− sinh r 0 cosh r
 .
Per tant, les geode`siques per p so´n
A−1(geode`siques per (0,0,1)) = A−1(S ∩ Π(0,0,1)) = S ∩ Π¯p,
e´s a dir, so´n les hipe`rboles obtingudes en fer la interseccio´ de S amb els plans
que passen per l’origen de R3.
Parametritzacio´ via projeccio´ central
Considerem ϕ una aplicacio´ que envia els punts del pla H = {(x, y, z) ∈ R3 : z = a}
a l’hiperboloide d’un full SR = {(x, y, z) ∈ R3 : x2 + y2− z2 = −R2, z > 0} a partir
de la recta que passa per un punt del pla i per l’origen de coordenades. Veurem que
ϕ(u,v) te´ curvatura constant K = −1
R2
i que aquesta aplicacio´ e´s una bijeccio´ entre
les geode`siques de SR i les rectes del pla H.
ϕ : H = {(x, y, z) ∈ R3 : z = a} −→ SR
p = (u, v, a) 7→ ϕ(u, v) = λ(u, v, a) ∩ SR.
on λ(u, v, a) so´n els punts de la recta que passa per p = (u, v, a) i (0, 0, 0).
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Els punts (x, y, z) de l’hiperboloide SR satisfan x2 + y2 − z2 = −R2, z > 0.
Fent la interseccio´ de la recta amb els punts de SR obtenim
λ2(u2 + v2 − a2) = −R2 ⇒ λ = R√
a2 − u2 − v2 .
Prenem l’arrel positiva +
√
a2 − u2 − v2, ja que estem considerant l’hiperboloide
d’un full on z > 0.
Posant Λ = a2 − u2 − v2, tenim
ϕ(u, v) =
(
Ru
Λ1/2
,
Rv
Λ1/2
,
Ra
Λ1/2
)
.
Aquesta parametritzacio´ nome´s esta` definida per u2 + v2 < a2. De fet, u2 + v2 = a2
e´s un con asimpto`tic a l’hiperboloide.
Calculem els coeficients de la primera fo´rmula fonamental d’aquesta parametritza-
cio´, tenint en compte que utilitzem el producte definit per Φ((x, y, z), (x′, y′, z′)) =
xx′ + yy′ − zz′.
ϕu =
∂ϕ
∂u
=
(
R(Λ + u2)
Λ3/2
,
Ruv
Λ3/2
,
−Rua
Λ3/2
)
,
ϕv =
∂ϕ
∂v
=
(
Rvu
Λ3/2
,
R(Λ + v2)
Λ3/2
,
−Rva
Λ3/2
)
.
E = Φ(ϕu, ϕu) =
R2 (Λ + u2)
Λ2
=
R2 (a2 − v2)
(a2 − u2 − v2)2 ,
F = Φ(ϕu, ϕv) =
R2uv
Λ2
=
R2uv
(a2 − u2 − v2)2 ,
G = Φ(ϕv, ϕv) =
R2 (Λ + v2)
Λ2
=
R2 (a2 − u2)
(a2 − u2 − v2)2 .
Per tant, la primera forma fonamental de ϕ(u, v) e´s:
I =
(
E F
F G
)
=
R
2 (Λ + u2)
Λ2
R2uv
Λ2
R2uv
Λ2
R2 (Λ + v2)
Λ2
 .
Calculem la curvatura amb la fo´rmula:
K = − 1
2H
 ∂
∂u
 ∂G∂u − FE ∂E∂v
H
+ ∂
∂v
 ∂E∂v − 2∂F∂u + FE ∂E∂u
H

 ,
on H =
√
EG− F 2 i obtenim que la curvatura e´s constant i igual a −1
R2
.
Considerem ara Π un pla que passa per l’origen de R3 i Π 6= {(x, y, z) ∈ R3 : z = 0}.
Si intersectem Π amb H i amb SR tenim:
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• Π ∩H so´n rectes de H.
• Π ∩ SR so´n les geode`siques de SR.
Per tant, tenim que hi ha una bijeccio´ entre les geode`siques de SR i les rectes de H.
3.3 Geode`siques del model projectiu del Saggio
Seguint el Saggio, Beltrami observa que les equacions de les geode`siques so´n les ma-
teixes en el cas real i en el cas imaginari. Pero` l’expressio´ amb constants imagina`ries,
ds2 = R2
(a2 − v2)du2 + 2uvdudv + (a2 − u2)dv2
(a2 − u2 − v2)2 , (3.3.1)
te´ l’avantatge que tota equacio´ lineal de les variables u i v representa una geode`sica
i, qualsevol geode`sica es pot representar per una equacio´ lineal en aquestes variables.
En particular, els dos sistemes de coordenades lineals formats per u = const. i
v = const. consisteixen en geode`siques que el seu punt comu´ e´s fa`cil de distingir. Si
considerem θ l’angle, al punt (u,v), entre les dues corbes coordenades tenim
cos θ =
uv√
(a2 − u2)(a2 − v2) , sin θ =
a
√
a2 − u2 − v2√
(a2 − u2)(a2 − v2) . (3.3.2)
Ja que l’angle entre dues corbes coordenades satisfa`
cos θ =
F√
EG
=
R2uv√
R2(a2 − u2)R2(a2 − v2) ,
sin θ =
√
1− cos2 θ =
√
(a2 − u2)(a2 − v2)− u2v2
(a2 − u2)(a2 − v2) .
Per u = 0 o v = 0 tenim que θ = 90◦. Aix´ı doncs, les geode`siques amb u = const. i
v = 0 o v = const. i u = 0 so´n ortogonals. El punt (u = 0, v = 0), que anomenem
fonamental, e´s la interseccio´ de les geode`siques ortogonals u = 0 i v = 0. Cada punt
de la superf´ıcie es determina per la interseccio´ perpendicular d’una geode`sica amb
una fonamental.
La fo´rmula (3.3.2) nome´s admet els valors de les variables u i v que satisfan
u2 + v2 ≤ a2. (3.3.3)
Dins d’aquests l´ımits les funcions E, F i G so´n funcions reals, cont´ınues i finites; i
E, G i EG− F 2 so´n estrictament positives.
La porcio´ de superf´ıcie delimitada per la corba
u2 + v2 = a2 (3.3.4)
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e´s simplement connexa i el conjunt de corbes geode`siques coordenades satisfa` que
dues geode`siques del mateix sistema no tenen punts en comu´ i dues geode`siques de
sistemes diferents intersecten.
El cercle l´ımit
Tota la regio´ queda representada dins d’un cercle de radi a centrat a l’origen. La
vora del cercle es diu cercle l´ımit. En aquesta representacio´, les geode`siques de
la superf´ıcie queden representades per cordes del cercle l´ımit. En particular les
geode`siques coordenades so´n representades per cordes paral·leles als eixos de coor-
denades.
Veiem com aixo` limita la regio´ sobre la superf´ıcie.
Una geode`sica emesa del punt (u = 0,v = 0) pot ser representada per les equa-
cions {
u = r cosµ
v = r sinµ
(3.3.5)
on r i µ so´n les coordenades polars del punt (u,v) a la recta, del pla auxiliar, repre-
sentant les geode`siques.
• Si µ e´s constant, la longitud de la geode`sica d’un punt (u,v) a l’origen del disc
(0,0) e´s
ρ =
R
2
log
a+ r
a− r =
R
2
log
a+
√
u2 + v2
a−√u2 + v2 . (3.3.6)
Cal prendre l’arrel positiva de
√
u2 + v2 per tal d’obtenir un valor positiu de
ρ.
Demostracio´.{
u = r cosµ
v = r sinµ
⇒
{
du = dr cosµ− r sinµdµ
dv = dr sinµ+ r cosµdµ
Si µ e´s constant, aleshores dµ = 0.
dρ2 = R2
(a2 − r2 sin2 µ)du2 + 2r2 cosµ sinµdudv + (a2 − r2 cos2 µ)dv2
(a2 − r2)2
= R2
(a2 − r2 sin2 µ)cos2µdr2 + 2r2 cos2 µ sin2 µdr2 + (a2 − r2 cos2 µ) sin2 µdr2
(a2 − r2)2
= R2
a2dr2
(a2 − r2)2 .
Per tant,
dρ =
Ra
a2 − r2dr =
Ra
(a− r)(a+ r)dr.
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Integrem a banda i banda de l’equacio´ respecte r i obtenim
ρ =
∫ r
0
Ra
(a− r)(a+ r) dr =
R
2
log
a+ r
a− r =
R
2
log
a+
√
u2 + v2
a−√u2 + v2 .
La longitud de la geode`sica e´s 0 si r = 0, creix indefinidament si r creix de 0
a a, e´s infinita si r = a i e´s imagina`ria si r > a.
En consequ¨e`ncia:
La corba definida per l’equacio´ (3.3.4), que representa el cercle l´ımit
al pla euclidia`, e´s el lloc geome`tric dels punts infinit de la superf´ıcie
(un lloc que podem considerar com un cercle geode`sic de centre el
punt (u = 0,v = 0) i radi geode`sic infinit).
• Si r e´s constant en (3.3.5) i µ variable, la longitud de l’arc al cercle geode`sic,
representat al pla auxiliar per l’arc circular de radi r i angle µ, e´s
σ =
Rrµ√
a2 − r2 . (3.3.7)
Demostracio´.
dσ2 = R2
(a2 − r2 sin2 µ)du2 + 2r2 cosµ sinµdudv + (a2 − r2 cos2 µ)dv2
(a2 − r2)2
= R2
(a2 − r2 sin2 µ)r2 sin2 µdµ2 − 2r4 cos2 µ sin2 µdµ2 + (a2 − r2 cos2 µ)r2 cos2 µdµ2
(a2 − r2)2
=
R2r2(a2 − r2)
(a2 − r2)2 dµ
2.
Per tant,
dσ =
Rr
√
a2 − r2
a2 − r2 dµ =
Rr√
a2 − r2dµ.
Integrem a banda i banda de l’equacio´ respecte µ i obtenim
σ =
∫ µ
0
Rr√
a2 − r2 dµ =
Rrµ√
a2 − r2 .
En consequ¨e`ncia:
Com que σ e´s proporcional a µ per cada r, les geode`siques en l’origen
comu´, fan el mateix angle que al pla auxiliar respectivament. La part
infinitesimal de la superf´ıcie al voltant del punt (u = 0, v = 0) e´s
similar a la seva imatge en el pla, propietat que no e´s va`lida per
qualsevol altre punt.
A continuacio´, Beltrami calcula la longitud d’una circumfere`ncia geode`sica.
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Semiper´ımetre del cercle geode`sic
De (3.3.6) tenim
r =
√
u2 + v2 = a tanh
ρ
R
i cosh
ρ
R
=
a
ω
. (3.3.8)
on ω = +
√
a2 − u2 − v2.
Demostracio´. Recordant
sinh(x) =
ex − e−x
2
, cosh(x) =
ex + e−x
2
, tanh(x) =
ex − e−x
ex + e−x
,
tenim
ρ =
R
2
log
a+ r
a− r ⇒ e
ρ =
(
a+ r
a− r
)R/2
⇒ e2ρ/R = a+ r
a− r ⇒
ae2ρ/R − re2ρ/R = a+ r ⇒ r = a
(
e2ρ/R − 1)
e2ρ/R + 1
=
a
(
eρ/R − e−ρ/R)
eρ/R + e−ρ/R
= a tanh
ρ
R
.
Tambe´ tenim
cosh
ρ
R
=
a
(
eρ/R − e−ρ/R)
2r
a
=
a
2r
[√
a+ r
a− r −
√
a− r
a+ r
]
=
a
a2 − r2 =
a
w
.
Aix´ı doncs, de (3.3.7) es veu que
σ = µR sinh
ρ
R
,
e´s a dir, el semiper´ımetre del cercle geode`sic de radi ρ ve donat per
piR sinh
ρ
R
=
1
2
piR
(
eρ/R − e−ρ/R) .
Semiper´ımetre d’un cercle no-euclidia`
A partir de l’estudi dels triangles geode`sics, Beltrami coincideix amb Gauss, en una
carta de Gauss a Schumacher 12/7/1931, que diu que el semiper´ımetre d’un cercle
no-euclidia` de radi ρ ve donat per
1
2
pik(e
ρ
k − e−ρk )
on k e´s una constant. Beltrami explica que aquesta constant que Gauss va dir que
nome´s es podia detectar mesurant dista`ncies extremadament grans, e´s el radi de la
superf´ıcie pseudo-esfe`rica.
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Conclou que les geode`siques en la superf´ıcie estan representades en la seva totalitat
per cordes del cercle l´ımit, mentre que les seves prolongacions me´s enlla` del cercle
estan desprove¨ıdes de representacio´ real. D’altra banda, dos punts reals de la su-
perf´ıcie estan representats per dos punts reals del cercle l´ımit que determinen una
corda dins del cercle. Aix´ı doncs, dos punts reals de la superf´ıcie estan connectats
per una u´nica geode`sica, que queda representada al pla auxiliar per una corda que
passa pels dos punts. Per tant, respon a la pregunta que es fa Beltrami a la primera
seccio´ del Saggio.
Beltrami anomena la superf´ıcie de curvatura constant negativa pseudoesfera i la
constant R de la que la curvatura depe`n, radi.
Observem que la pseudoesfera de Beltrami no e´s la pseudoesfera habitual de la
literatura, que podem anomenar tractroide, que e´s la que correspon a la superf´ıcie
de revolucio´ generada per una tractriu. La relacio´ entre la pseudoesfera de Beltrami i
la tractroide e´s similar a la relacio´ entre el cilindre i el pla. Beltrami analitza aquesta
situacio´ pero` e´s me´s senzill analitzar-la amb el model del semipla` de Poincare´.
Angle d’interseccio´ de dues geode`siques
Sigui (u,v) un punt de la superf´ıcie i (U ,V ) qualsevol punt de la geode`sica emesa
per (u,v). Les equacions de les dues geode`siques so´n:
V − v = m(U − u), V − v = n(U − u).
Sigui α l’angle que formen les dues geode`siques al punt (u,v), tenim
tanα =
(n−m)√EG− F 2
E + (n+m)F +mnG
.
Demostracio´. Considerem u′1 = u
′
2 = 1, v
′
1 = m i v
′
2 = n. Tenim
cosα =
Eu′1u
′
2 + F (u
′
1v
′
2 + v
′
1u
′
2) +Gv
′
1v
′
2√
E(u′1)2 + 2Fu
′
1v
′
1 +G(v
′
1)
2
√
E(u′2)2 + 2Fu
′
2v
′
2 +G(v
′
2)
2
=
E + F (n+m) +Gmn√
E + 2Fm+Gm2
√
E + 2Fn+Gn2
,
sinα =
√
1− cos2 α = (n−m)
√
EG− F 2√
E + 2Fm+Gm2
√
E + 2Fn+Gn2
,
tanα =
sinα
cosα
=
(n−m)√EG− F 2
E + (n+m)F +mnG
.
Substituint els nostres valors de E, F i G, obtenim
tanα =
a(n−m)w
(1 +mn)a2 − (v −mu)(v − nu) , on w =
√
a2 − u2 − v2.
41
CAPI´TOL 3. EL SAGGIO
Designem α′ l’angle entre les dues cordes i µ i ν els angles entre cada corda i l’eix
x. De manera que tenim
m = tanµ, n = tan ν, α′ = ν − µ.
Reemplac¸ant aquest valors a l’expressio´ de tanα trobem
tanα =
aw sinα′
a2 cosα′ − (v cosµ− u sinµ)(v cos ν − sin ν) , on w =
√
a2 − u2 − v2.
El denominador continua sent finit en tots els punts reals de la superf´ıcie, per tant,
α 6= 0 excepte si el numerador e´s 0.
Pero` sinα′ 6= 0 sempre que les dues cordes no coincideixin. Aix´ı doncs, α 6= 0
excepte quan w = 0, e´s a dir, quan la interseccio´ de les dues geode`siques esta` a
l’infinit.
Amb tot aixo`, podem formular les segu¨ents regles:
1. Dues cordes que intersecten dins del cercle l´ımit corresponen a dues geode`siques
que intersecten en un punt finit i l’angle entre elles e´s diferent a 0◦ i 180◦.
2. Dues cordes que intersecten a la frontera del cercle l´ımit corresponen a dues
geode`siques que convergeixen a un sol punt a l’infinit i l’angle entre elles
tendeix a 0◦.
3. Dues cordes que intersecten fora del cercle l´ımit o que so´n paral·leles, corres-
ponen a dues geode`siques sense cap punt comu´ en la superf´ıcie real.
Paral·leles
Considerem pq una corda del cercle l´ımit i r un punt dins del cercle l´ımit, tal que
r /∈ pq.
La corda pq correspon a la geode`sica p′q′ de la superf´ıcie, connectant p′ i q′ a l’infinit.
El punt r correspon al punt r′ situat a dista`ncia finita de la geode`sica p′q′.
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Des de r′ s’estenen infinites geode`siques. Algunes tallen p′q′, so´n les representa-
des per les l´ınies de r que passen per l’arc pbq (< 180◦); i altres no, les representades
per les l´ınies de r que passen per l’arc pcq (> 180◦).
Hi ha dues geode`siques importants que so´n les que divideixen aquestes dues classes:
les representades per rp i rq. So´n les geode`siques que passen per r′ que intersecten
p′q′ a l’infinit, una per un costat i l’altra per l’altre.
Els angles rqˆp i rpˆq tenen els ve`rtexs al cercle l´ımit. Aleshores, per la segona
regla, l’angle que formen les geode`siques e´s 0◦ encara que a primera vista sembla
finit.
D’altra banda, com que r e´s dins el cercle l´ımit i r /∈ pq, l’angle prˆq e´s diferent
a 0◦ i a 180◦. Per tant, per la primera regla, les geode`siques r′p′ i r′q′ formen un
angle, a r′, diferent a 0◦ i a 180◦. Aix´ı doncs, podem anomenar les geode`siques r′p′
i r′q′ paral·leles a p′q′ en el sentit que separen les l´ınies que intersecten p′q′ de les
que no.
Podem concloure el segu¨ent resultat:
Per cada punt (real) de la superf´ıcie hi passen dues geode`siques (reals)
paral·leles a una geode`sica (real) donada que no passa pel punt. Es troba
amb cadascuna formant un angle diferent a 0◦ i a 180◦.
3.4 Relacio´ entre la geometria pseudo-esfe`rica i la
planimetria no-euclidiana
Beltrami examina l’expressio´ anal´ıtica utilitzada per representar l’element de l´ınia
en la superf´ıcie pseudo-esfe`rica.
Es pregunta si cal triar les dues geode`siques fonamentals d’alguna forma particular
per tal que l’element de l´ınia tingui la forma esmentada. Sembla que podrien ser
arbitra`ries, perque` totes les peces de la superf´ıcie so´n superposables sobre la mateixa
superf´ıcie. Per tant, tot parell de geode`siques ortogonals, so´n superposables sobre
dues altres tambe´ ortogonals.
En la Nota II del Saggio, veu que les dues geode`siques fonamentals so´n arbitra`ries i
que no e´s necessari admetre que totes les parts de la superf´ıcie siguin superposables.
De fet, prova que la me`trica e´s invariant per rotacions al voltant de l’origen i que
per cada (u0, v0) existeix una isometria de la pseudoesfera que aplica el (0, 0) en el
(u0, v0).
En classificar les isometries del model, Beltrami explicita la connexio´ entre aquest i
la geometria projectiva, sense ser-ne potser plenament conscient. Aquest punt sera`
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desenvolupat anys me´s tard per F. Klein.
Com a consequ¨e`ncia de tot aixo`, tenim que els teoremes per a figures rectiline-
ars en la planimetria no-euclidiana, passen a ser certs per a les figures geode`siques
ana`logues en la superf´ıcie pseudo-esfe`rica.
Angle de paral·lelisme
Considerem dues geode`siques que passen per un punt i so´n paral·leles a una tercera
geode`sica. Sigui δ la longitud de la geode`sica normal des del punt fins a la geode`sica.
Aquesta normal parteix l’angle entre les dues geode`siques paral·leles per la meitat.
Si traiem la franja de la superf´ıcie delimitada per la normal, una paral·lela i la cor-
responent meitat de la geode`sica, i ho substitu¨ım per l’altra part de la superf´ıcie de
manera que la normal coincideix amb la posicio´ original i la meitat de la geode`sica
passa a ser l’altra meitat, aleshores la paral·lela passa a l’altra paral·lela. En cas
contrari, hi hauria me´s de dues paral·leles a la geode`sica donada.
L’angle entre cada paral·lela i la normal s’anomena angle de paral·lelisme i es denota
per ∆. Aquest angle es calcula fent l’ana`lisi usual: posant l’origen (u = 0, v = 0) al
punt donat i dibuixant la geode`sica fonamental v = 0 normal a la geode`sica donada.
Aquesta geode`sica passa a ser representada per
u = a tan
δ
R
,
provenint de la fo´rmula (3.3.8).
Al pla auxiliar, aquesta geode`sica e´s una corda perpendicular a l’eix x i traves-
sada per ell, i un dels seus extrems te´ ordenada a
cosh δ
R
. Aquest punt, al cercle l´ımit,
determina el radi amb l’equacio´
y =
x
sinh δ
R
que, a la superf´ıcie, correspon a una de les paral·leles considerades, i, per tant, els
angles a l’origen so´n els mateixos en la superf´ıcie i en el pla auxiliar. Aix´ı doncs,
tenim
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tan ∆ sinh
δ
R
= 1 ⇒ tan ∆ = 1
sinh
δ
R
. (3.4.1)
Aquesta fo´rmula expressa la relacio´ entre la longitud δ de la normal i l’angle de
paral·lelisme ∆. Aixo` esta` d’acord amb el que va trobar Battaglini. Per comparar-
ho amb Lobachevsky, ho reescriu amb la forma
e−
2δ
R + 2e−
δ
R cot ∆− 1 = 0,
d’on es dedueix
e−
δ
R =
− cos ∆± 1
sin ∆
.
Prenem el signe positiu ja que δ
R
e´s una quantitat real. Aix´ı doncs, tenim
tan
∆
2
= e−
δ
R ,
que e´s exactament la fo´rmula que va trobar Lobachevsky en la Theory of parallels,
(no. 36).
Denotem l’angle de paral·lelisme relatiu a la dista`ncia normal z per Π(z), com
va fer Lobachevsky. De (3.4.1) obtenim
cosh
z
R
=
1
sin Π(z)
, sinh
z
R
= cot Π(z). (3.4.2)
Per una observacio´ de Minding (vol. XX al diari Crelle), desenvolupada per Codazzi
(a Annali of Tortolini, al 1857), les fo´rmules per als triangles esfe`rics es convertei-
xen en les dels triangles geode`sics en una superf´ıcie de curvatura constant negativa
canviant el radi R per R
√−1 i deixant els angles inalterats.
D’aquesta manera, per exemple, la primera fo´rmula de la trigonometria esfe`rica
cos
a
R
= cos
b
R
cos
c
R
+ sin
b
R
sin
c
R
cosA
esdeve´
cosh
a
R
= cosh
b
R
cosh
c
R
+ sinh
b
R
sinh
c
R
cosA.
Substituint a, b i c pels corresponents angles de paral·lelisme i a partir de (3.4.2),
aquesta relacio´ es converteix en:
cosA cos Π(b) cos Π(c) +
sin Π(b) sin Π(c)
sin Π(a)
= 1,
que e´s una de les equacions fonamentals de la planimetria no-euclidiana. Les altres
fo´rmules es poden obtenir de manera ana`loga.
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El teorema de la suma dels tres angles d’un triangle
Els resultats anteriors mostren plenament la corresponde`ncia entre la planimetria i
la geometria no euclidiana pseudo-esfe`rica. Per verificar el mateix fet des d’un altre
punt de vista, Beltrami estableix directament el teorema de la suma dels tres angles
d’un triangle.
Considerem un triangle rectangle format per la l´ınia geode`sica fonamental v = 0,
una geode`sica perpendicular u = const., i la geode`sica que surt de l’origen amb
angle µ, d’equacio´
v = u tanµ.
Sigui µ′ el tercer angle del triangle, al pla auxiliar aquest angle e´s 90◦ − µ. Per la
relacio´ establerta pre`viament entre els a`ngles de la superf´ıcie i el pla, tenim
tanµ′ =
w cosµ
a sinµ
,
d’on podem veure que com que µ e´s un angle agut, aleshores µ′ tambe´ ho e´s.
Podem escriure la fo´rmula v = u tanµ com
tanµ′ =
√
a2 cos2 µ− u2
a sinµ
⇒ dµ′ = a sinµudu
(a2 − u2)√a2 cos2 µ− u2
utilitzant l’arrel positiva. De manera que µ′ decreix quan µ es mante´ constant i el
seu costat oposat s’allunya. Prenent l’element de superf´ıcie
dudv
√
EG− F 2 = R2a dudv
(a2 − u2 − v2)3/2
,
i integrant respect v desde v = 0 fins v = u tanµ, obtenim
R2a sinµudu
(a2 − u2)√a2 cos2 µ− u2 que e´s −R2dµ′
per a l’increment d’a`rea del triangle quan el costat oposat a l’angle µ es mou.
Integrant novament de µ′ = 90◦ − µ a µ′ = µ (el primer cas correspon a u = 0),
obtenim l’a`rea del triangle rectangle
R2
(pi
2
− µ− µ′
)
.
En dividir un triangle geode`sic arbitrari ABC en triangles rectangles mitjanc¸ant
una geode`sica normal des d’un ve`rtex al costat oposat, trobem que la seva a`rea e´s
R2 (pi − A−B − C) .
Aquesta expressio´, que ha de ser positiva, mostra que la suma dels tres angles de
qualsevol triangle geode`sic no pot excedir de 180◦.
Si per un triangle finit e´s igual a 180◦, aleshores R = ∞. Pero` quan R = ∞,
per (3.4.1), tenim que ∆ = pi
2
, l’angle de paral·lelisme ha de ser recte.
Aix´ı doncs, tenim:
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• El triangle format per una geode`sica i les seves dues geode`siques paral·leles a
trave´s d’un punt extern, te´ dos angles zero i el tercer igual a 2∆. D’aqu´ı la
seva a`rea e´s finita i igual a
R2 (pi − 2∆) on per (3.4.1), e´s 2R2 tan−1
(
sinh
δ
R
)
,
on δ e´s la dista`ncia del punt a la geode`sica.
• En un triangle geode`sic tal que els seus ve`rtexs es troben tots a l’infinit te´
a`rea finita, piR2, que e´s independent de la forma del triangle. Com assenyala
Arcozzi, Beltrami no s’adona de que aquests triangles tenen igual a`rea perque`,
de fet, so´n isome`trics.
• Un pol´ıgon geode`sic amb n costats i angles interns A, B, C, ..., te´ a`rea
R2{(n− 1) pi − A−B − C − . . . }.
Si el pol´ıgon te´ tots els seus ve`rtexs en l’infinit llavors la seva a`rea, que no
deixa de ser finita, es redueix a (n − 2)piR2 i, per tant, e´s independent de la
seva forma.
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Cap´ıtol 4
Els models conformes de Beltrami
En la darrera seccio´ del Saggio, Beltrami escriu:
”El que precedeix sembla confirmar completament la interpretacio´ de la
planimetria no euclidiana mitjanc¸ant superf´ıcies de curvatura constant
negativa. La natura d’aquesta interpretacio´ e´s tal que no hi pot haver
una interpretacio´ ana`loga, igualment real, de l’estereometria no euclidia-
na. [. . . ] No pretenem haver demostrat aquest fet, u´nicament assenyalem
que sembla altament improvable.”
Sembla que en el moment d’escriure aquest article, Beltrami no coneixia l’influent
Habilitationschrift de Riemann. En aquest escrit, Riemann do´na una base so`lida a
la nocio´ d’espai de dimensio´ n amb element de longitud
ds =
√∑n
i=1 dx
2
i
1− α
4
∑n
i=1 dx
2
i
,
on α e´s una constant que sera` la curvatura de l’espai.
El 1868, en l’article Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costante, Beltrami
desenvolupa aquest nou punt de vista proposant a l’espai
Hn+1 = {(x, x1, . . . , xn) | x > 0}
l’element de l´ınia
ds2 = R2
dx2 + dx21 + · · ·+ dx2n
x2
,
definit a partir d’una forma bilineal no degenerada de Hn+1.
Observa que a partir d’aquest element de l´ınia es recupera el model projectiu i
es poden donar altres models que tenen l’avantatge de ser conformes, e´s a dir, de
conservar angles. Aixo` vol dir que els angles del model es corresponen als angles de
la geometria euclidiana.
En aquest cap´ıtol descrivim breument aquests models en el cas de n = 2.
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4.1 De H3 al model projectiu
Considerem H3 = {(x, y, z) | z > 0} amb element de l´ınia
ds2 = R2
dx2 + dy2 + dz2
z2
,
i S+(a) l’hemisferi superior de l’esfera de radi a:
S+(a) = {(x, y, z) ∈ H3 | x2 + y2 + z2 = a2, z > 0}.
Restringint l’element de l´ınia de H3 a S+(a) s’obte´ una superf´ıcie de curvatura de
Gauss constant igual a − 1
R2
.
Beltrami prova que les geode`siques d’aquesta superf´ıcie so´n les seccions planes verti-
cals i, per tant, que hi ha una aplicacio´ geode`sica (envia geode`siques a geode`siques)
entre S+(a) i el model projectiu desenvolupat al Saggio. Veiem-ho:
definim pi : S+(a) −→ D(a) on D(a) = {(x, y) | x2 + y2 < a2} per projeccio´, e´s
a dir,
pi(x, y, z) = (x, y).
pi e´s un difeomorfisme amb inversa
pi−1(x, y) =
(
x, y,
√
a2 − x2 − y2
)
.
Si denotem per ds2D(a) l’element de l´ınia de D(a) del cap´ıtol anterior i per ds2S+(a)
l’element de l´ınia de S+(a), es te´:
4.1.1 Lema. (pi−1)∗
(
ds2S+(a)
)
= ds2D(a) i, per tant, pi e´s una isometria.
Demostracio´. Com x2 + y2 + z2 = a2, resulta que
xdx+ ydy + zdz = 0 ⇒ zdz = −xdx− ydy.
Aix´ı doncs,
dz2
z2
=
z2dz2
z4
=
(−xdx− ydy)2
(a2 − x2 − y2)2 =
x2dx2 + 2xydxdy + y2dy2
(a2 − x2 − y2)2 .
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Aleshores tenim(
pi−1
)∗ (
ds2S+(a)
)
=
(
pi−1
)∗(
R2
dx2 + dy2 + dz2
z2
)
= R2
(
pi−1
)∗(dx2 + dy2
z2
+
dz2
z2
)
= R2
dx2 + dy2
(
√
a2 − x2 − y2)2 +R
2x
2dx2 + 2xydxdy + y2dy2
(a2 − x2 − y2)2
= R2
a2dx2 + a2dy2 − x2dy2 − y2dx2 + 2xydxdy
(a2 − x2 − y2)2
= R2
(a2 − y2) dx2 + 2xydxdy + (a2 − x2) dy2
(a2 − x2 − y2)2 = ds
2
D(a).
En definitiva, veiem que la restriccio´ de l’element de l´ınia de H3 a D(a) e´s igual al
del model projectiu que hav´ıem trobat al Saggio. Per tant, pi e´s una isometria.
Observem que S+(a) e´s simplement connexa, pel que s’obte´ un nou model de la
geometria no euclidiana.
4.2 De H3 al semipla` de Poincare´
Considerem ara H2 = {(x, a, z) | z > 0, a = const.}, e´s a dir, el semipla` tangent a
l’esfera S(a) en el punt (0, a, 0).
L’element de l´ınia de H3 restringit a H2, on y = a (constant) i, per tant, dy = 0 e´s
ds2H2 = R
2dx
2 + dz2
z2
.
Siqui α : S+(a) −→ H2 la projeccio´ central de S+(a) en H2 des del punt (0, −a, 0),
e´s a dir,
α(x, y, z) =
(
2ax
y + a
, a,
2az
y + a
)
.
En aquest cas, tenim
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4.2.1 Lema. (α)∗
(
ds2H2
)
= ds2S+(a).
Demostracio´. Tenim α(x, y, z) = (x˜, a, z˜) = (
2ax
y + a
, a,
2az
y + a
), per tant,

x˜ =
2ax
y + a
z˜ =
2az
y + a
⇒

dx˜ =
2a
y + a
(
dx− xdy
y + a
)
dz˜ =
2a
y + a
(
dz − zdy
y + a
)
Calculem (α)∗
(
ds2H2
)
:
(α)∗
(
ds2H2
)
= R2
dx˜2 + dz˜2
z˜2
=
R2
z2
(
dx2 + dz2 +
(x2 + z2)dy2
(y + a)2
− 2dy(xdx+ zdz)
y + a
)
.
Igual que en l’apartat anterior, com que x2 + y2 + z2 = a2,
xdx+ ydy + zdz = 0 ⇒ xdx+ zdz = −ydy.
Aix´ı doncs,
(α)∗
(
ds2H2
)
=
R2
z2
(
dx2 + dz2 +
(a2 − y2)dy2
(y + a)2
+
2ydy2
y + a
)
=
R2
z2
(
dx2 + dz2 +
(a− y)dy2
y + a
+
2ydy2
y + a
)
= R2
dx2 + dy2 + dz2
z2
= ds2S+(a).
4.2.2 Corol·lari. α e´s una isometria entre S+(a) i H2.
En particular, la curvatura de H2 e´s constant i igual a − 1
R2
.
Demostracio´. A partir de l’element de l´ınia calculem la primera forma fonamental
associada a la parametritzacio´:
I =
(
E F
F G
)
=
R
2
z2
0
0
R2
z2
 .
Mijanc¸ant la fo´rmula de Gauss per la curvatura tenim:
K = − 1
2
√
EG
(
Ez√
EG
)
z
= − z
2
2R2
2
z2
= − 1
R2
.
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Com que H2 e´s simplement connex, obtenim un altre model de la geometria hi-
perbo`lica.
Calculant el s´ımbols de Christoffel de la nostra me`trica, trobem les equacions de
les geode`siques. Aquest model admet la presentacio´ segu¨ent de les geode`siques:
4.2.3 Proposicio´. Les geode`siques de H2 so´n les rectes paral·leles a l’eix OZ i les
semicircumfere`ncies centrades a z = 0.
A me´s a me´s, tenim l’avantatge de que:
4.2.4 Proposicio´. H2 e´s un model conforme, e´s a dir, els angles del model corres-
ponen als angles de la geometria euclidiana.
Demostracio´. Considerem dos vectors tangents W1 = (a, b) i W2 = (c, d), el cosinus
de l’angle que formen en el nostre model e´s:
cos θ =
(a, b)
(
R2/z2 0
0 1/z2
)
(c, d)√
(a, b)
(
R2/z2 0
0 R2/z2
)
(a, b)
√
(c, d)
(
R2/z2 0
0 R2/z2
)
(c, d)
=
〈(a, b), (c, d)〉
|(a, b)| · |(c, d)| .
4.3 De H3 al disc de Poincare´
Finalment, considerem el model conegut per disc de Poincare´, que Beltrami intro-
dueix en el seu article 14 anys abans que aparegui als treballs de Poincare´.
Per obtenir aquest model, Beltrami parteix un cop me´s de H3 i transforma la me`trica
usant coordenades polars. En lloc d’aixo`, podem obtenir-ho directament a partir
d’una projeccio´ central:
sigui β : S+(a) −→ D(a) la projeccio´ central de S+(a) en D(a) des del punt (0, 0,
−a), e´s a dir,
β(x, y, z) = (
ax
z + a
,
ay
z + a
, 0).
β e´s un difeomorfisme amb inversa
β−1(x, y, z) =
(
2a2x
x2 + y2 + a2
,
2a2y
x2 + y2 + a2
,
a2 − x2 − y2
x2 + y2 + a2
)
.
Com en els casos anteriors, tenim
4.3.1 Lema. (β−1)∗
(
ds2S+(a)
)
= 4R2
dx2 + dy2
(a2 − x2 − y2)2 .
4.3.2 Corol·lari. β e´s una isometria.
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La curvatura de D(a) e´s constant i igual a − 1
R2
. Per tant, obtenim un altre model
de la geometria hiperbo`lica.
En aquest cas, la descripcio´ de les geode`siques e´s:
4.3.3 Proposicio´. Les geode`siques de D(a) so´n arcs de circumfere`ncia ortogonals
a la vora de D(a) i els dia`metres de D(a).
Geode`siques del model.
Igual que el pla de Poincare´, tambe´ tenim que el nostre model, D(a), e´s un model
conforme.
4.4 Conclusio´
En conclusio´, veiem com Beltrami introdueix en els dos articles referents, els models
del pla hiperbo`lic coneguts com:
• El model projectiu, tambe´ conegut com a model de Klein o de Beltrami-Klein.
Representa el pla com l’interior d’un cercle, i les geode`siques com cordes del
cercle.
• El semipla` de Poincare´. Representa el pla com un semipla` obert del pla eu-
clidia`. Les geode`siques so´n les rectes perpendiculars a la vora del semipla` de
Poincare´ i les semicircumfere`ncies amb centre a la vora del semipla`.
• El disc de Poincare´. Tambe´ representa el pla com l’interior d’un cercle, pero`
les geode`siques estan representades per arcs de circumfere`ncia ortogonals a la
vora del disc i els dia`metres del cercle.
Els autors Klein i Poincare´ en van fer u´s en altres contextos.
Beltrami, sense plantejar-s’ho, va resoldre el problema de la consiste`ncia en la ge-
ometria hiperbo`lica, on veu que si la geometria euclidiana e´s consistent, aleshores
tambe´ ho e´s la geometria hiperbo`lica. Per tant es pot concloure el segu¨ent corol·lari:
4.4.1 Corol·lari. Si la geometria euclidiana e´s consistent, aleshores no es pot trobar
una demostracio´ ni de la veracitat ni de la falsedat del postulat de les paral·leles a
partir de la resta de postulats; e´s a dir, el postulat de les paral·leles e´s independent
de la resta de postulats.
54
Bibliografia
1. Arcozzi, Nicola, Beltrami’s models of non-euclidean geometry S. Coen (ed).
Mathematicians in Bologna 1861–1960. Springer.
2. Beltrami, Eugenio, 1865, Risoluzione del problema: ”Riportare i punti di una
superficie sopra un piano in modo che le linee geodetiche vengano rappresentate
da linee rette”. Ann. Mat. Pura App. I, no. 7, 185-204.
3. Beltrami, Eugenio, 1868, Saggio di interpretazione della geometria non-euclidea.
Giornale di Mathematiche VI: 285–315.
4. Beltrami, Eugenio, 1868, Teoria fondamentale degli spazii di curvatura costan-
te. Annali. di Mat., ser II 2: 232–255.
5. Cannon, James W., Floyd, William J., Kenyon, Richard i Parry, Walter R.,
1997, Hyperbolic Geometry Flavors of Geometry, MSRI Publications, Volume
31.
6. Coolidge, Julian Lowell, 1940, A History of Geometrical Methods. Clarendon
Press, Oxford, Dover reprint, 1955.
7. Gray, Jeremy, 2007, Worlds Out of Nothing. A Course in the History of
Geometry in the 19th Century. Springer V. Berlin.
8. Greenberg, Marwin J., 1974, Euclidian and Non-Euclidian Geometries”. W.H.
Freeman and Company, San Francisco.
9. Lucas, Pascual Las otras geometr´ıas Conferencia impartida el 17/02/99 al curs:
La Historia de las Matema´ticas y su aplicacio´n a la docencia en Ensen˜anza
Secundaria. http://www.um.es/docencia/plucas/miscelanea.
10. Milnor, John, 1982, Hiperbolic Geometry: the first 150 years. Bull. A.M.S.,
Vol. 6: 19-24.
11. Moreno-Armella, Luis, 1998, El Postulado de las Paralelas Article de la: Re-
vista de la Academia Colombiana de Ciencias, volumen XXII, nu´mero 84.
12. Pascual, Pere, 2014, Apunts de geometria diferencial. FME.
13. Revento´s, Agust´ı, Notes sobre els inicis histo`rics de la geometria diferencial.
Segles XVII, XVIII i XIX. http://mat.uab.es/ agusti/HGD.pdf.
55
CAPI´TOL 4. ELS MODELS CONFORMES DE BELTRAMI
14. Stillwell, John, 1991, Sources of Hyperbolic Geometry. Amer. Math. Soc.
15. Thorgeirsson, Sverrir, 2014, Hyperbolic geometry: history, models, and axioms.
Uppsala Universitet.
16. Biografia de Procle:
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Proclus.html.
17. Biografia de Sacheri:
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Saccheri.html.
18. Biografia de Lambert:
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lambert.html.
19. Biografia de Legendre:
http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Legendre.html.
56

